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W pracy wskazuje si¢ na subdyfuzje¢ jako zjawisko, ktore moze by¢ odpowiedzialne
za transport substancji w szkliwie. Ta sugestia znajduje uzasadnienie w uwzglednieniu
czasowej ewolucji frontu reakcji kwasu z hydroksyapatytem, ktéry umownie uwazany
jest za granicg prochnicy.

Proces powstawania prochnicy in vivo 1 in vitro byl szczegdtowo badany i opisywany
przez licznych autoréw [1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 9, 14], jednakze prac teoretycznych zajmujacych si¢
modelowaniem przebiegu tego procesu, jak dotad, powstato niewiele [3, 4, 9]. Zasadniczym
problemem w modelowaniu przebiegu powstawania prochnicy jest ustalenie procesu, ktory
odpowiada za transport substancji w szkliwie i w konsekwencji, wybor odpowiedniego row-
nania do opisu tego procesu. Dotychczas wszyscy autorzy prac wskazuja na dyfuzje normalng
jako zjawisko, ktére odpowiada za proces wnikania kwasow w glab szkliwa i tym samym
jego demineralizacje [3, 4, 5, 6, 7, 9, 14]. Dyfundujace do wngtrza szkliwa kwasy wchodza
w reakcje chemiczna z hydroksyapatytem, co w matematycznym opisie przebiegu tego procesu
przedstawia si¢ stosujac rownanie dyfuzji kontrolowanej reakcja.

Dane dostepne w literaturze [4, 5, 6, 7, 9, 14] nie wykazuja w pelni satysfakcjonujacej
zgodno$ci pomigdzy wynikami empirycznymi dotyczacymi rozprzestrzeniania si¢ prochnicy
a przewidywaniami teoretycznymi opartymi na analizie rownania dyfuzji normalnej badz dy-
fuzji normalnej kontrolowanej reakcja. Uzasadnia to potrzeb¢ modelowania procesu w oparciu
o0 inne procesy, w tym zjawisko subdyfuzji.

Subdyfuzja jest procesem jako$ciowo innym niz dyfuzja normalna. W dyfuzji normalne;j
czasteczki wykonuja chaotyczne ruchy, ktorych $redni czas oczekiwania na przeskok jest
skonczony, a dlugosci skokow sa niewielkie — z matematycznego punktu widzenia: odchylenie
standardowe dtugosci przeskokow jest skonczone. Jezeli jednak ruch czasteczek jest w istotny
sposOb ograniczony przez czynniki zewngtrzne, to czas oczekiwania czasteczki na przeskok
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moze sta¢ si¢ bardzo dtugi, do tego stopnia, ze wartos¢ Srednia tego czasu jest nieskonczona.
Mamy wtedy do czynienia z subdyfuzja. Rozktady stezen czasteczek c(x,t) podlegajacych
subdyfuzji w zasadniczy sposob roznia si¢ jakosciowo od rozktadu stgzen dla dyfuzji nor-
malnej [13]. Z matematycznego punktu widzenia subdyfuzja zdefiniowana jest jako proces,
w ktoérym zachodzi relacja:

(ac%)=r".

dla o < 1, gdzie <Ax?> jest odchyleniem standardowym przemieszczenia czasteczki po czasie .
Gdy o = 1 mamy do czynienia z dyfuzjq normalna.

W kolejnych czg$ciach pracy przedstawiony zostanie jakosciowy model powstawania
prochnicy, zatozenia modelu i réwnania dla przypadku dyfuzji normalnej i subdyfuzji kon-
trolowanej reakcja, dokonany zostanie takze przeglad dotychczas otrzymanych wynikow eks-
perymentalnych.

BIOLOGICZNE ASPEKTY POWSTAWANIA PROCHNICY W SZKLIWIE ZEBOW

Powszechnie uwaza sig, ze proces powstawania prochnicy rozpoczyna si¢ od chwili, gdy
na skutek produkcji kwasow powodowanej przez bakterie wystepujace w plytce nazgbnej,
pH ptytki obniza si¢ ponizej wartosci krytycznej, co umozliwia wnikanie kwas6w organicz-
nych do wnetrza szkliwa i jego demineralizacjg, czyli wyptukiwanie jonéw wapnia. Deminera-
lizacja jest wynikiem reakcji kwasu (HB) z hydroksyapatytem. Reakcja ta przebiega zgodnie
z nastgpujacym rownaniem [9]:

Cas (PO, ),OH +THB — 5Ca** +3H,PO; +7B™ + H,0

Produkty reakcji dyfunduja na zewnatrz szkliwa [3, 5, 6, 9, 14].

Powstawanie prochnicy jest procesem ztozonym, zachodzacym w kilku etapach. Pierwszym
etapem powstawania prochnicy jest utworzenie warstwy powierzchniowej, w ktorej ubytek
mineralu w porownaniu do szkliwa zdrowego jest niewielki. Ubytek ten objawia si¢ przede
wszystkim w utworzeniu poréw [3]. Powstanie warstwy powierzchniowej wyjasniane jest
przez dwie teorie. Pierwsza z nich wigze utworzenie warstwy powierzchniowej z obecnoscia
inhibitorow, ktore zapobiegaja jej rozpuszczeniu [3, 5, 9], natomiast druga z teorii wskazuje
na ztozenie procesow: rozpuszczania szkliwa i ciagtej jego odbudowy [14]. Grubos¢ warstwy
powierzchniowej szkliwa zmienia si¢ jedynie w czasie jej tworzenia, potem pozostaje nie-
zmieniona [5, 6], nie zalezy od pH ptytki nazgbnej i stgzenia kwasu oraz nie wptywa na proces
demineralizacji warstw podpowierzchniowych [5].

Po uformowaniu si¢ warstwy powierzchniowej, w kolejnym etapie nastgpuje deminer-
alizacja szkliwa, ktore znajduje si¢ ponizej tej warstwy. Rozpuszczanie hydroksyapatytu
w warstwie podpowierzchniowej wystepuje gtdwnie na granicy szkliwo zdemineralizowane
— szkliwo zdrowe i obejmuje w kolejnosci demineralizacj¢ brzegéw pryzmatdw, a nastgpnie
demineralizacj¢ wnetrza pryzmatow [5, 6]. Ubytek mineralu w warstwie podpowierzchniowej
moze osiagnac ok. 70% poczatkowej zawartosci. Przyjmuje sig, ze glgbokos¢ prochnicy jest
rowna glgbokosci penetracji szkliwa przez kwas [S]. Poprzez rozwdj prochnicy uznaje sig
przesuwanie si¢ granicy szkliwo zdemineralizowane — szkliwo zdrowe. W modelach teore-
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tycznych owa granicg mozna utozsamic¢ z frontem reakcji chemicznej, ktory definiujemy jako
powierzchnig, na ktorej reakcja chemiczna zachodzi z najwigksza wydajnoScia.

MODEL TEORETYCZNY

Modele matematyczne dotycza fazy procesu, w ktorej warstwa powierzchniowa w szkli-
wie jest juz uformowana. W takim przypadku w rozpatrywanym uktadzie mozemy wyr6zni¢
nastgpujace czgsci:

1. Ptytka nazgbna (detal plaque), ktéra stanowi nieskonczony rezerwuar kwasu (stgzenie

kwasu w plytce nazgbnej przyjmujemy za state w czasie).

2. Warstwa powierzchniowa szkliwa, ktora stanowi osrodek porowaty, przez ktory kwas

dyfunduje do wngtrza szkliwa.

3. Warstwa podpowierzchniowa, w ktorej zachodzi reakcja chemiczna.

Kwas dyfunduje z ptytki nazgbnej poprzez warstwe powierzchniowa, a nast¢pnie zde-
mineralizowana czg$¢ warstwy podpowierzchniowej do tej jej czesci, gdzie wchodzi w reakcje
z hydroksyapatytem. Poszukiwana jest ogdlna zalezno$¢, ktora przedstawi przemieszczenie si¢
granicy szkliwo zdemineralizowane — szkliwo zdrowe. Opisywany proces jest trojwymiarowy,
jednak — przy odpowiednim wyborze uktadu odniesienia — mozna ten proces traktowac jako
jednowymiarowy.

W ogdlnosci, uktad rownan opisujacy stezenia reagujacych substratow ma postac:
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gdzie: ¢, b — stgzenia substratow (st¢zenia te sa funkcjami potozenia x i czasu t), D, i D, — sa
odpowiednimi wspotczynnikami dyfuzji wyrazonymi w jednostkach [m%s], R(c,b) jest cztonem
opisujacym zachodzenie reakcji chemicznej, ktéry moze by¢ zapisany w postaci:

R(c,b)=k-c-b, (€)

gdzie k oznacza statg szybkosci reakcji. Przyjeto przy tym zatozenie, ze wspotczynniki dyfuzji
nie zmieniaja si¢ w czasie 1 nie zaleza od polozenia.

W ogélnym przypadku oba substraty moga dyfundowac z r6znymi wspotczynnikami dyfuzji
D, # D,. Gdy jeden z substratéw pozostaje nieruchomy (jak w przypadku hydroksyapatytu),
jego wspodtczynnik dyfuzji jest rowny zeru.

Powyzsze rownania opisujace rozne przypadki dyfuzji kontrolowanej reakcja chemiczna
byty podawane wielokrotnie [1, 2, 8, 10]. Opisuja one rozprzestrzenianie si¢ frontu reakcji
w czasie dla uktadu, w ktorym w chwili poczatkowej oba substraty znajduja si¢ po réznych
stronach rozgraniczajacej je bariery. W nastgpstwie (¢ > (), substancje przenikaja przez barierg
i podlegaja reakcjom chemicznym. Front reakcji znajduje si¢ w punkcie, w ktorym funkcja
R(c,b) osiaga maksymalng warto$¢. Z tych rozwazan wynika, ze front reakcji moze by¢ zde-
finiowany jako punkt, w ktérym stezenia obu substratow sa jednakowe (c(x;t) = b(x;t)).
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W pracy [8] L. Galfi i Z. Racz rozwazali czasowa ewolucj¢ frontu reakcji, ktorej substraty,
poczatkowo odseparowane od siebie, dyfunduja z jednakowymi wspotczynnikami dyfuzji
(D. = D). Jest to sytuacja, ktorej wystgpowanie w $rodowisku wydaje si¢ by¢ mato praw-
dopodobne. W pracy [10] Z. Jiang i C. Ebner przeprowadzaja numeryczna symulacj¢ prze-
mieszczania si¢ frontu reakcji w czasie dla przypadku, w ktérym substraty dyfunduja z roznymi
wspotczynnikami dyfuzji (D, # D,). Jest to sytuacja bardziej realistyczna, ale nie znajduje
zastosowania w modelowaniu tworzenia si¢ prochnicy, poniewaz w takim przypadku jeden
z substratow jest nieruchomy (D, = 0). Rozpatrywano takze sytuacjg, w ktorej substraty,
przed wejsciem w reakcje, przechodza przez blong selektywna [2]. Taka sytuacja ma miejsce
w wielu procesach biologicznych i moze takze znajdowaé zastosowanie w procesie tworze-
nia si¢ prochnicy, gdzie wystgpuje dyfuzja kwasu przez warstwg powierzchniowa szkliwa.
M. Bazant i H. Stone [1] rozwazaja sytuacjg, w ktorej jeden z substratéw jest nieruchomy.
Praktycznie odpowiada to omowionemu powyzej procesowi tworzenia si¢ prochnicy. We
wszystkich wymienionych wyzej pracach wykazano, Ze front reakcji x, ro$nie proporcjonalnie
do pierwiastka kwadratowego z czasu x; ~ ¢ 2. Poniewaz wynik ten otrzymano rozpatrujac
czasowa ewolucje frontu reakcji dla jako$ciowo réznych uktadow, to uzasadnione wydaje si¢
by¢ stwierdzenie, ze ta zaleznosc¢ jest cecha ogdlna wszystkich uktadow, w ktorych wystepuje
dyfuzja normalna kontrolowana reakcja chemiczna.

W przypadku wystgpowania subdyfuzji rOwnania opisujace proces transportu przybieraja
bardzo skomplikowang posta¢. Pojawia si¢ w nich bowiem pochodna utamkowa rzedu 1 — a
[11, 13]. Dla uktadu zawierajacego dwa substraty rownania subdyfuzji kontrolowanej reakcja
chemiczna przyjmuja ogdlna postaé:
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gdzie D,. i Dy, sa wspotczynnikami subdyfuzji wyrazonymi w jednostkach [m?*/s*]. Rozwiazanie
uktadu réwnan rézniczkowych zawierajacych taka pochodna nie jest tatwe [12].

W ubiegltym roku pojawita sig praca [15], w ktorej S. Yuste i wspotautorzy jako pier-
wsi wyznaczyli czasowa ewolucj¢ frontu reakcji dla uktadu, w ktorym wystgpuje subdyfuz-
ja kontrolowana reakcja chemiczna. Niestety, w ich rozwazaniach oba substraty dyfunduja
z réwnymi wspotczynnikami subdyfuzji (D,. = D). W takiej sytuacji front reakcji zmie-
nia si¢ proporcjonalnie do ¢ *?, gdzie o < 1. Pomimo iz autorzy pracy rozwazaja przypa-
dek szczegolny, to otrzymana zaleznos$¢ czasowej ewolucji frontu reakcji (x, ~ ¢ *?, gdzie
a < 1) jest zalezno$cia odpowiadajaca kazdemu uktadowi, w ktorym wystepuje subdyfuzja
kontrolowana reakcja chemiczna.

Jak dotad nie ma prac, w ktorych podjgta zastataby proba jednoznacznego okreslenia rownan
opisujacych subdyfuzyj¢ kontrolowana reakcja chemiczna w przypadku ogolnym, kiedy to sub-
straty reakcji dyfunduja z r6znymi wspotczynnikami subdyfuzji (D,. # D). Przyczyna trudnosci
w napisaniu uktadu réwnan opisujacych subdyfuzj¢ kontrolowana reakcja chemiczng stanowi
ustalenie postaci cztonu reakcji R (c,b). Dla dyfuzji normalnej przyjmowany jest wzor (3). Zostat
on wyprowadzony przy zatozeniu, iz czastki substratow moga w miarg swobodnie zblizac si¢
do siebie przed zaj$ciem reakcji (nie sa istotnie ograniczone co do kierunku zblizania sig).




Subdyfuzja w prochnicy szkliwa 137

W przypadku transportu w osrodku subdyfuzyjnym takie ograniczenia moga wystgpowac, stad
tez ogdlna posta¢ cztonu odpowiadajacego za reakcj¢ chemiczna dla subdyfuzji nie zostata
jeszcze znaleziona.

Rozwiazanie uktadu rownan zawartego w pracy [15] bylo stosunkowo proste, poniewaz
w tym przypadku po odjeciu stronami réwnan (4) i (5) czton opisujacy reakcj¢ chemiczng
Ry(c,b) redukuje sig. Otrzymujemy wtedy jedno rownanie subdyfuzji bez reakcji chemicznej
dla réznicy stezen ¢ — b. W przypadku ogodlnym takie utatwienie nie wystapi, co znacznie
komplikuje rozwiazanie uktadu rownan dla subdyfuzji kontrolowanej reakcja chemiczna.

RODZAJ TRANSPORTU W SZKLIWIE: SUBDYFUZJA CZY DYFUZJA NORMALNA?

Utozsamianie frontu reakcji z granicq wystgpowania zmiany prochniczej w szkliwie jest
— po uwzglednieniu definicji tego frontu — catkowicie uzasadnione. W pracach [5, 6, 7, 9]
wykazano, ze front reakcji ewoluuje proporcjonalnie do kwadratowego pierwiastka z czasu.
W pracy [9] F. Holly i J. Gray przeprowadzili seri¢ do§wiadczen, w ktorych badali pow-
stawanie prochnicy in vitro. Przeprowadzili takze rozwazania teoretyczne modelujac przebieg
powstawania prochnicy na postawie rownania dyfuzji normalnej, ale bez uwzglednienia reakcji
chemicznej. Wynikiem tych rozwazan jest sugestia, iz przesuwanie si¢ granicy prochnicy jest
proporcjonalne do pierwiastka kwadratowego z czasu. Podobne doswiadczenia wykonali inni
[5, 6, 7]. We wszystkich cytowanych pracach wykazano, ze glgboko$¢ prochnicy zmienia sig
w czasie proporcjonalnie do ¢ /7.

Jednakze w pracy [3] J. Christoffersen i J. Arends wykazali, Ze glgboko$¢ prochnicy zmienia
si¢ proporcjonalnie nie do pierwiastka kwadratowego z czasu, ale proporcjonalnie do pier-
wiastka trzeciego stopnia z czasu, co oznacza, ze x,~ ¢ . Sugestig t¢ potwierdzaja tez poprzez
przeprowadzenie rozwazan teoretycznych, ktérych wynikiem jest rbwnanie przedstawiajace
zaleznos$¢ granicy prochnicy od czasu. Zgodnos¢ dopasowania krzywej uzyskanej na podstawie
rozwazan teoretycznych do danych eksperymentalnych wzigtych z prac innych autorow jest
bardzo dobra. Wskazuje to, iz glgboko$¢ prochnicy moze zmieniac sig jak pierwiastek trzeciego
stopnia z czasu i nalezy dokonaé nowego, bardziej ogdlnego opisu rozprzestrzeniania si¢
prochnicy, opartego na zjawisku subdyfuzji kontrolowanej reakcja chemiczna, ktéry uwzgledni
sugerowang (,,niepierwiastkowa”) zalezno$¢ frontu reakcji od czasu.

WNIOSKI
Dane do$wiadczalne i rozwazania teoretyczne nie wykluczaja mozliwosci udziatu zjawiska
subdyfuzji w procesie powstawania prochnicy szkliwa.
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K. D. Lewandowska

DOES SUBDIFFUSION OCCUR IN PROGRESS OF CARIOUS LESION IN ENAMEL?

The progress of carious lesion in the enamel has been investigated by various authors but there are only
a few papers concerning theoretical description of this progress. The main problem is to determine the
process responsible for transportation of ions and molecules through pores in the enamel and to choose
appropriate equation to describe this process. Up till now many authors have pointed normal diffusion
as the phenomenon responsible for the transport of acids into the enamel and its demineralization. The
theoretical model based on duffusion equation or diffusion — reaction shows that the lesion depth (iden-
tified with reaction front) varies in time as #/2. However, comparison between experimental lesion depth
data coming from various authors and theoretical predictions is not fully satisfactory. Some authors
suggested that time evolution of the lesion depth is proportional to ¢/7; there is very good agreement
with experimental data in this case. The phenomenon in which reaction front does not vary as square
root of time appears to be subdiffusion. Taking into consideration both time evolution of the lesion depth
and porous structure of the enamel it is necessary to provide for subdiffusion in theoretical modelling of
carious lesion progress in the enamel.
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