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W pracy wskazuje się na subdyfuzję jako zjawisko, które może być odpowiedzialne 
za transport substancji w szkliwie. Ta sugestia znajduje uzasadnienie w uwzględnieniu 
czasowej ewolucji frontu reakcji kwasu z hydroksyapatytem, który umownie uważany 
jest za granicę próchnicy.

Proces powstawania próchnicy in vivo i in vitro był szczegółowo badany i opisywany 
przez licznych autorów [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 14], jednakże prac teoretycznych zajmujących się 
modelowaniem przebiegu tego procesu, jak dotąd, powstało niewiele [3, 4, 9]. Zasadniczym 
problemem w modelowaniu przebiegu powstawania próchnicy jest ustalenie procesu, który 
odpowiada za transport substancji w szkliwie i w konsekwencji, wybór odpowiedniego rów-
nania do opisu tego procesu. Dotychczas wszyscy autorzy prac wskazują na dyfuzję normalną 
jako zjawisko, które odpowiada za proces wnikania kwasów w głąb szkliwa i tym samym 
jego demineralizację [3, 4, 5, 6, 7, 9, 14]. Dyfundujące do wnętrza szkliwa kwasy wchodzą 
w reakcję chemiczną z hydroksyapatytem, co w matematycznym opisie przebiegu tego procesu 
przedstawia się stosując równanie dyfuzji kontrolowanej reakcją.

Dane dostępne w literaturze [4, 5, 6, 7, 9, 14] nie wykazują w pełni satysfakcjonującej 
zgodności pomiędzy wynikami empirycznymi dotyczącymi rozprzestrzeniania się próchnicy 
a przewidywaniami teoretycznymi opartymi na analizie równania dyfuzji normalnej bądź dy-
fuzji normalnej kontrolowanej reakcją. Uzasadnia to potrzebę modelowania procesu w oparciu 
o inne procesy, w tym zjawisko subdyfuzji.

Subdyfuzja jest procesem jakościowo innym niż dyfuzja normalna. W dyfuzji normalnej 
cząsteczki wykonują chaotyczne ruchy, których średni czas oczekiwania na przeskok jest 
skończony, a długości skoków są niewielkie – z matematycznego punktu widzenia: odchylenie 
standardowe długości przeskoków jest skończone. Jeżeli jednak ruch cząsteczek jest w istotny 
sposób ograniczony przez czynniki zewnętrzne, to czas oczekiwania cząsteczki na przeskok 
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może stać się bardzo długi, do tego stopnia, że wartość średnia tego czasu jest nieskończona. 
Mamy wtedy do czynienia z subdyfuzją. Rozkłady stężeń cząsteczek c(x,t) podlegających 
subdyfuzji w zasadniczy sposób różnią się jakościowo od rozkładu stężeń dla dyfuzji nor-
malnej [13]. Z matematycznego punktu widzenia subdyfuzja zdefiniowana jest jako proces, 
w którym zachodzi relacja:

,

dla α < 1, gdzie < ∆ x2  > jest odchyleniem standardowym przemieszczenia cząsteczki po czasie t. 
Gdy α = 1 mamy do czynienia z dyfuzją normalną.

W kolejnych częściach pracy przedstawiony zostanie jakościowy model powstawania 
próchnicy, założenia modelu i równania dla przypadku dyfuzji normalnej i subdyfuzji kon-
trolowanej reakcją, dokonany zostanie także przegląd dotychczas otrzymanych wyników eks-
perymentalnych.

BIOLOGICZNE ASPEKTY POWSTAWANIA PRÓCHNICY W SZKLIWIE ZĘBÓW

Powszechnie uważa się, że proces powstawania próchnicy rozpoczyna się od chwili, gdy 
na skutek produkcji kwasów powodowanej przez bakterie występujące w płytce nazębnej, 
pH płytki obniża się poniżej wartości krytycznej, co umożliwia wnikanie kwasów organicz-
nych do wnętrza szkliwa i jego demineralizację, czyli wypłukiwanie jonów wapnia. Demine ra-
lizacja jest wynikiem reakcji kwasu (HB) z hydroksyapatytem. Reakcja ta przebiega zgodnie 
z następującym równaniem [9]:

Produkty reakcji dyfundują na zewnątrz szkliwa [3, 5, 6, 9, 14].
Powstawanie próchnicy jest procesem złożonym, zachodzącym w kilku etapach. Pierwszym 

etapem powstawania próchnicy jest utworzenie warstwy powierzchniowej, w której ubytek 
minerału w porównaniu do szkliwa zdrowego jest niewielki. Ubytek ten objawia się przede 
wszystkim w utworzeniu porów [3]. Powstanie warstwy powierzchniowej wyjaśniane jest 
przez dwie teorie. Pierwsza z nich wiąże utworzenie warstwy powierzchniowej z obecnością 
inhibitorów, które zapobiegają jej rozpuszczeniu [3, 5, 9], natomiast druga z teorii wskazuje 
na złożenie procesów: rozpuszczania szkliwa i ciągłej jego odbudowy [14]. Grubość warstwy 
powierzchniowej szkliwa zmienia się jedynie w czasie jej tworzenia, potem pozostaje nie-
zmieniona [5, 6], nie zależy od pH płytki nazębnej i stężenia kwasu oraz nie wpływa na proces 
demineralizacji warstw podpowierzchniowych [5].

Po uformowaniu się warstwy powierzchniowej, w kolejnym etapie następuje deminer-
alizacja szkliwa, które znajduje się poniżej tej warstwy. Rozpuszczanie hydroksyapatytu 
w warstwie podpowierzchniowej występuje głównie na granicy szkliwo zdemineralizowane 
– szkliwo zdrowe i obejmuje w kolejności demineralizację brzegów pryzmatów, a następnie 
demineralizację wnętrza pryzmatów [5, 6]. Ubytek minerału w warstwie podpowierzchniowej 
może osiągnąć ok. 70% początkowej zawartości. Przyjmuje się, że głębokość próchnicy jest 
równa głębokości penetracji szkliwa przez kwas [5]. Poprzez rozwój próchnicy uznaje się 
przesuwanie się granicy szkliwo zdemineralizowane – szkliwo zdrowe. W modelach teore-
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tycznych ową granicę można utożsamić z frontem reakcji chemicznej, który definiujemy jako 
powierzchnię, na której reakcja chemiczna zachodzi z największą wydajnością.

MODEL TEORETYCZNY

Modele matematyczne dotyczą fazy procesu, w której warstwa powierzchniowa w szkli-
wie jest już uformowana. W takim przypadku w rozpatrywanym układzie możemy wyróżnić 
następujące części:

1. Płytka nazębna (detal plaque), która stanowi nieskończony rezerwuar kwasu (stężenie 
kwasu w płytce nazębnej przyjmujemy za stałe w czasie).

2. Warstwa powierzchniowa szkliwa, która stanowi ośrodek porowaty, przez który kwas 
dyfunduje do wnętrza szkliwa. 

3. Warstwa podpowierzchniowa, w której zachodzi reakcja chemiczna.
Kwas dyfunduje z płytki nazębnej poprzez warstwę powierzchniową, a następnie zde-

mineralizowaną część warstwy podpowierzchniowej do tej jej części, gdzie wchodzi w reakcję 
z hydroksyapatytem. Poszukiwana jest ogólna zależność, która przedstawi prze mieszczenie się 
granicy szkliwo zdemineralizowane – szkliwo zdrowe. Opisywany proces jest trójwymiarowy, 
jednak – przy odpowiednim wyborze układu odniesienia – można ten proces traktować jako 
jednowymiarowy.

W ogólności, układ równań opisujący stężenia reagujących substratów ma postać:

 , (1)

  , (2)

gdzie: c, b – stężenia substratów (stężenia te są funkcjami położenia x i czasu t), Dc i Db – są 
odpowiednimi współczynnikami dyfuzji wyrażonymi w jednostkach [m2/s], R(c,b) jest członem 
opisującym zachodzenie reakcji chemicznej, który może być zapisany w postaci:

 , (3)

gdzie k oznacza stałą szybkości reakcji. Przyjęto przy tym założenie, że współczynniki dyfuzji 
nie zmieniają się w czasie i nie zależą od położenia.

W ogólnym przypadku oba substraty mogą dyfundować z różnymi współczynnikami dyfuzji 
Dc ≠ Db . Gdy jeden z substratów pozostaje nieruchomy (jak w przypadku hydroksyapatytu), 
jego współczynnik dyfuzji jest równy zeru. 

Powyższe równania opisujące różne przypadki dyfuzji kontrolowanej reakcją chemiczną 
były podawane wielokrotnie [1, 2, 8, 10]. Opisują one rozprzestrzenianie się frontu reakcji 
w czasie dla układu, w którym w chwili początkowej oba substraty znajdują się po różnych 
stronach rozgraniczającej je bariery. W następstwie (t > 0), substancje przenikają przez barierę 
i podlegają reakcjom chemicznym. Front reakcji znajduje się w punkcie, w którym funkcja 
R(c,b) osiąga maksymalną wartość. Z tych rozważań wynika, że front reakcji może być zde-
finiowany jako punkt, w którym stężenia obu substratów są jednakowe (c(xf,t) = b(xf,t)). 
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W pracy [8] L. Gálfi i Z. Rácz rozważali czasową ewolucję frontu reakcji, której substraty, 
początkowo odseparowane od siebie, dyfundują z jednakowymi współczynnikami dyfuzji 
(Dc = Db). Jest to sytuacja, której występowanie w środowisku wydaje się być mało praw-
dopodobne. W pracy [10] Z. Jiang i C. Ebner przeprowadzają numeryczną symulację prze-
mieszczania się frontu reakcji w czasie dla przypadku, w którym substraty dyfundują z różnymi 
współczynnikami dyfuzji (Dc ≠ Db). Jest to sytuacja bardziej realistyczna, ale nie znajduje 
zastosowania w modelowaniu tworzenia się próchnicy, ponieważ w takim przypadku jeden 
z substratów jest nieruchomy (Db = 0). Rozpatrywano także sytuację, w której substraty, 
przed wejściem w reakcję, przechodzą przez błonę selektywną [2]. Taka sytuacja ma miejsce 
w wielu procesach biologicznych i może także znajdować zastosowanie w procesie tworze-
nia się próchnicy, gdzie występuje dyfuzja kwasu przez warstwę powierzchniową szkliwa. 
M. Bazant i H. Stone [1] rozważają sytuację, w której jeden z substratów jest nieruchomy. 
Praktycznie odpowiada to omówionemu powyżej procesowi tworzenia się próchnicy. We 
wszy stkich wymienionych wyżej pracach wykazano, że front reakcji xf   rośnie proporcjonalnie 
do pierwia stka kwadratowego z czasu xf ~ t 1/2. Ponieważ wynik ten otrzymano rozpatrując 
czasową ewolucję frontu reakcji dla jakościowo różnych układów, to uzasadnione wydaje się 
być stwierdzenie, że ta zależność jest cechą ogólną wszystkich układów, w których występuje 
dyfuzja normalna kontrolowana reakcją chemiczną.

W przypadku występowania subdyfuzji równania opisujące proces transportu przybierają 
bardzo skomplikowaną postać. Pojawia się w nich bowiem pochodna ułamkowa rzędu 1 – α 
[11, 13]. Dla układu zawierającego dwa substraty równania subdyfuzji kontrolowanej reakcją 
chemiczną przyjmują ogólną postać:

 , (4)

 , (5)

gdzie Dsc i Dsb są współczynnikami subdyfuzji wyrażonymi w jednostkach [m2/sα]. Rozwiązanie 
układu równań różniczkowych zawierających taką pochodną nie jest łatwe [12].

W ubiegłym roku pojawiła się praca [15], w której S. Yuste i współautorzy jako pier-
wsi wyznaczyli czasową ewolucję frontu reakcji dla układu, w którym występuje subdyfuz-
ja kontrolowana reakcją chemiczną. Niestety, w ich rozważaniach oba substraty dyfundują 
z równymi współczynnikami subdyfuzji (Dsc = Dsb). W takiej sytuacji front reakcji zmie-
nia się proporcjonalnie do t α/2, gdzie α < 1. Pomimo iż autorzy pracy rozważają przypa-
dek szczególny, to otrzymana zależność czasowej ewolucji frontu reakcji (xf ~ t α/2, gdzie 
α < 1) jest zależnością odpowiadającą każdemu układowi, w którym występuje subdyfuzja 
kontrolowana reakcją chemiczną.

Jak dotąd nie ma prac, w których podjęta zastałaby próba jednoznacznego określenia rów nań 
opisujących subdyfuzyję kontrolowaną reakcją chemiczną w przypadku ogólnym, kiedy to sub-
straty reakcji dyfundują z różnymi współczynnikami subdyfuzji (Dsc ≠ Dsb). Przyczyną trudności 
w napisaniu układu równań opisujących subdyfuzję kontrolowaną reakcją chemiczną stanowi 
ustalenie postaci członu reakcji Rs(c,b). Dla dyfuzji normalnej przyjmowany jest wzór (3). Został 
on wyprowadzony przy założeniu, iż cząstki substratów mogą w miarę swobodnie zbliżać się 
do siebie przed zajściem reakcji (nie są istotnie ograniczone co do kierunku zbliżania się). 
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W przypadku transportu w ośrodku subdyfuzyjnym takie ograniczenia mogą występować, stąd 
też ogólna postać członu odpowiadającego za reakcję chemiczną dla subdyfuzji nie została 
jeszcze znaleziona.

Rozwiązanie układu równań zawartego w pracy [15] było stosunkowo proste, ponieważ 
w tym przypadku po odjęciu stronami równań (4) i (5) człon opisujący reakcję chemiczną  
Rs(c,b) redukuje się. Otrzymujemy wtedy jedno równanie subdyfuzji bez reakcji chemicznej 
dla różnicy stężeń c – b. W przypadku ogólnym takie ułatwienie nie wystąpi, co znacznie 
komplikuje rozwiązanie układu równań dla subdyfuzji kontrolowanej reakcją chemiczną.

RODZAJ TRANSPORTU W SZKLIWIE: SUBDYFUZJA CZY DYFUZJA NORMALNA?

Utożsamianie frontu reakcji z granicą występowania zmiany próchniczej w szkliwie jest 
– po uwzględnieniu definicji tego frontu – całkowicie uzasadnione. W pracach [5, 6, 7, 9] 
wykazano, że front reakcji ewoluuje proporcjonalnie do kwadratowego pierwiastka z czasu. 
W pracy [9] F. Holly i J. Gray przeprowadzili serię doświadczeń, w których badali pow-
stawanie próchnicy in vitro. Przeprowadzili także rozważania teoretyczne modelując przebieg 
powstawania próchnicy na postawie równania dyfuzji normalnej, ale bez uwzględnienia reakcji 
chemicznej. Wynikiem tych rozważań jest sugestia, iż przesuwanie się granicy próchnicy jest 
proporcjonalne do pierwiastka kwadratowego z czasu. Podobne doświadczenia wykonali inni 
[5, 6, 7]. We wszystkich cytowanych pracach wykazano, że głębokość próchnicy zmienia się 
w czasie proporcjonalnie do t 1/2.

Jednakże w pracy [3] J. Christoffersen i J. Arends wykazali, że głębokość próchnicy zmienia 
się proporcjonalnie nie do pierwiastka kwadratowego z czasu, ale proporcjonalnie do pier-
wiastka trzeciego stopnia z czasu, co oznacza, że xf ~ t 1/3 . Sugestię tę potwierdzają też poprzez 
przeprowadzenie rozważań teoretycznych, których wynikiem jest równanie przedstawiające 
zależność granicy próchnicy od czasu. Zgodność dopasowania krzywej uzyskanej na podstawie 
rozważań teoretycznych do danych eksperymentalnych wziętych z prac innych autorów jest 
bardzo dobra. Wskazuje to, iż głębokość próchnicy może zmieniać się jak pierwiastek trzeciego 
stopnia z czasu i należy dokonać nowego, bardziej ogólnego opisu rozprzestrzeniania się 
próchnicy, opartego na zjawisku subdyfuzji kontrolowanej reakcją chemiczną, który uwzględni 
sugerowaną („niepierwiastkową”) zależność frontu reakcji od czasu.

WNIOSKI

Dane doświadczalne i rozważania teoretyczne nie wykluczają możliwości udziału zjawiska 
subdyfuzji w procesie powstawania próchnicy szkliwa.
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K. D. Lewandowska

DOES SUBDIFFUSION OCCUR IN PROGRESS OF CARIOUS LESION IN ENAMEL?

The progress of carious lesion in the enamel has been investigated by various authors but there are only 
a few papers concerning theoretical description of this progress. The main problem is to determine the 
process responsible for transportation of ions and molecules through pores in the enamel and to choose 
appropriate equation to describe this process. Up till now many authors have pointed normal diffusion 
as the phenomenon responsible for the transport of acids into the enamel and its demineralization. The 
theoretical model based on duffusion equation or diffusion – reaction shows that the lesion depth (iden-
tified with reaction front) varies in time as t1/2. However, comparison between experimental lesion depth 
data coming from various authors and theoretical predictions is not fully satisfactory. Some authors 
suggested that time evolution of the lesion depth is proportional to t1/3; there is very good agreement 
with experimental data in this case. The phenomenon in which reaction front does not vary as square 
root of time appears to be subdiffusion. Taking into consideration both time evolution of the lesion depth 
and porous structure of the enamel it is necessary to provide for subdiffusion in theoretical modelling of 
carious lesion progress in the enamel.
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